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הקדמה
עבודה זו נכתבה במסגרת כתיבת עבודה סמינריונית בספרות קודש ומתמטיקה לקבלת תואר B.A..

העבודה מתבססת על מסכת עירובין דף עו' ע"א וע"ב.

נושא העבודה "חלון עגול" נבחר מתוך רשימת הנושאים המוצעים לעבודה.

בעריכת החישובים משתמשים הרבה בנוסחאות גיאומטריות.

במהלך למידת הנושא נהניתי לחשב ולהשתמש בדרכים מתמטיות וגיאומטריות ולגלות ע"י המתמטיקה והגיאומטריה של ימינו את מה שמופיע בגמרא ובמפרשי הגמרא בדרך מתמטית ישנה.

בעבודה ישנו דיון לגבי חלון עגול הכרוך בחישובים המבוססים על המתמטיקה והגיאומטריה. במהלך לימוד החומר היה מעניין לראות איך שכבר בזמן הגמרא ועוד קודם השתמשו בנוסחאות גיאומטריות ובחישובים מתמטיים שנראים לנו כחידוש של המאות האחרונות.

לסיכום, השתדלתי להעמיק בנושא, לפרט את הדעות השונות וכן את החישובים המתמטיים והגיאומטריים עפ"י המתמטיקה והגיאומטריה של ימינו.

תקציר

אנו עוסקים בעניין עירוב חצרות. ישנם חצרות שהם בגדר נפרדות שאין אפשרות לצרפן וישנם חצרות שאפשר לצרפן. חלון שבין שתי חצרות יכול לצרף את החצרות בתנאים מסויימים.

שנינו במשנה (עירובין דף עו' ע"א) שחלון ריבועי הראוי לצרף שתי חצרות הוא בגודל ארבעה טפחים על ארבעה טפחים לפחות וגם צריך להיות בתוך עשרה טפחים לקרקע.

רבי יוחנן פוסק שכאשר החלון עגול, "צריך שיהא בהיקפו עשרים וארבעה טפחים ושנים ומשהו מהן בתוך עשרה, שאם ירבענו נמצא משהו בתוך עשרה". 

הגמרא מקשה על כך שהרי לפי הכלל "כל שיש בהיקפו שלושה טפחים, יש בו רוחב טפח" (כל טפח בקוטר העיגול נותן 3 טפחים בהיקפו) . נקבל שאם אנו רוצים רוחב ארבעה טפחים בחלון – מספיק שיהיו בהיקפו 12 טפחים ולא 24 טפחים. 12 = 3X4 .

לאחר שקלא וטריא בגמרא בו היא מנסה לתרץ את דברי רבי יוחנן כיצד הגיע למידה זו, כלומר, על מה התבסס בחישובו על מנת לקבל תוצאה זו. הגמרא מקשה שהרי ההיקף המינימלי הדרוש הוא 17 טפחים פחות חומש ולא 24 טפחים. לבסוף מתרצת הגמרא שרבי יוחנן סבר על פי דייני דקיסרי הסוברים שבהיקף ריבוע החוסם עיגול יש רבע יתר על היקף העיגול, והיקף עיגול החוסם ריבוע – יתר על היקף בחצי (מהיקף הריבוע), ולכן אם היקף הריבוע הוא 16 טפחים (כהיקף ריבוע בעל צלע של ארבעה טפחים) – היקף העיגול החוסם אותו הוא 24 טפחים. בכך מתיישבת דעתו של רבי יוחנן. אך הגמרא נשארת בדעה שההיקף המינימלי הדרוש הוא 17 טפחים פחות חומש.

במהלך העבודה נראה את ההסבר והחישוב העומד מאחורי כל קושי שמקשה הגמרא וכל תירוץ שמתרצת בצורה מילולית ובצורה מתמטית. 

לאחר מכן ננסה לענות על הקושיה כיצד טעו דייני דקיסרי?! הרי הדבר פשוט שזה לא נכון ואפילו נראה למראית עין שזו טעות?!

התוספות והראשונים התקשו להבין זאת וניסו לתרץ זאת באפונים שונים.     

רבנו חננאל לדוגמא, סובר שרבנן דקיסרי טעו. לדעתו הגמרא הביאה את דברי דייני דקיסרי למרות שאנו לא סוברים כך רק משום שניתן לתרץ את דעתו של רבי יוחנן על פי שיטתם אך שיטה זו אינה נכונה.

לעומתו בתוספות תירצו שדייני דקיסרי לא טעו אלא אמרו את כללם לגבי מידת השטח ולא לגבי מידת ההיקף ומדובר במקרה של ריבוע גדול החוסם בתוכו עיגול כאשר אותו עיגול מקיף ריבוע קטן.

וכן הריטב"א בחידושיו כתב שאין מה לתלות את הטעות ברבי יוחנן. הריטב"א מפרש את באופן אחר לגמרי כיצד ניתן להבין את דברי רבי יוחנן מבלי לומר שטעה.

במהלך העבודה נסקור גישות שונות שעונות על השאלה ולבסוף נבדוק מה נקבע להלכה לגבי חלון עגול, נראה שעל פי ההלכה על חלון עגול להיות בעל היקף מינימלי של 17 טפחים פחות חומש  על מנת שיכלו לצרף דרכו 2 חצרות (שלא כדעת רבי יוחנן שסבר 24 טפחים – על פי שיטת דייני דקיסרי).   

מבוא
אחת מלט' אבות מלאכות הנמנות במסכת שבת היא מלאכת הוצאה מרשות לרשות. הגמרא מבארת (שבת ו, א) כי קיימות ארבע רשויות לשבת: רשות היחיד, רשות הרבים, כרמלית ומקום פטור.

איסור הוצאה מן התורה אמור במוציא מרשות היחיד לרשות הרבים ומרשות הרבים לרשות היחיד וכן בטלטול ד' אמות ברשות הרבים. אולם מדרבנן אסור להוציא גם מרשות היחיד או מרשות הרבים לכרמלית ולהפך, כמו כן אסור לטלטל ד' אמות בכרמלית. 

חכמים גזרו שאסור לטלטל מרשות היחיד אחת לרשות יחיד שניה אם אינן בבעלות אחת. ולכן אסור להוציא חפץ מדירה שבבית משותף ולהניחו בחדר המדרגות ולהיפך. כמו כן אסור להעביר חפץ מדירה אחת לחברתה דרך חדר המדרגות או דרך החצר, גם אם היא מוקפת במחיצה מארבע רוחותיה ושתי הדירות הן בבעלות אחת אלא אם החצר גם כן באותו בעלות.
כדי להתיר את ההעברה במקומות האלה תיקנו לנו חז"ל שיערבו עירוב חצרות. דרך הביצוע: גובים בערב שבת לחם שלם (לחמנייה) או מצה שלמה מכל אחד מבעלי הבתים , הדירות או החדרים ביחד, דהיינו לחם אחד לכל החצר, ומניחים הכל בכלי אחד בבית אחד מבתי החצר וכשמקבץ את הלחם או את המצה, מברך "... אקב"ו על מצוות עירוב" ואומר  "בעירוב זה  יהא מותר לכל בני החצר (הבית, הדירה, החדר) להוציא מבית לבית ((מדירה לדירה, מחדר לחדר)".

בפעולה זו צירף את כל הבעלים הפרטיים כאילו כולם גרים באותו הבית ואוכל אחד לכולם יחד. והרי כולם רשות אחת משותפת ואין אף אחד חולק רשות נפרדת לעצמו. והוא תקנתם ז"ל הנקראת עירוב חצרות.

בעניין עירוב חצרות, מבחינים בין דירות נפרדות וחצרות נפרדות שלא ניתן לצרפן לרשות אחת לבין חצרות שאפשר לצרפן אם אין להם חצר, מבוי או רחוב משותף. 

במסכת עירובין דף עו' עמוד א' מובאת משנה שדנה בעניין שתי חצרות המופרדות על ידי כותל בגובה של לפחות עשרה טפחים (שזה מחיצה כשרה – עשרה טפחים הוא שיעור הגובה הקטן ביותר להכשיר מחיצה). לכאורה 2 חצרות שביניהן כותל של בגובה עשרה טפחים, לא ניתן לצרפן.

אך אם יש באותו כותל חלון שדרכו ניתן להעביר חפצים מחצר לחצר. המשנה קובעת את התנאים הנדרשים באותו חלון בכדי שיהיו בני שתי החצרות רשאים לערב יחד על ידי עירוב אחד. התנאים הוא שהחלון שבין שתי החצרות הוא ריבועי בגודל ארבעה טפחים על ארבעה טפחים לפחות וגם צריך שהחלון יהיה בתוך עשרה טפחים לקרקע. לאחר מכן בגמרא יתבאר שאין צריך אלא שיהיה קצהו התחתון של החלון בתוך עשרה טפחים מהקרקע.

הכותל העומד בין החצרות אינו בטל מתורת מחיצה על ידי החלון שבו. ומכיוון שקיימת מחיצה כשרה בין החצרות, נחשבות הן כחצרות נפרדות ומותר להם לערב עירובין נפרדים אלא אם כן רצו בני החצרות לערב עירוב אחד הן רשאיות לערב ולהיות כחצר אחת שהרי אף שיש מחיצה המפרידה ביניהם, על ידי החלון נחשבות החצרות כמחוברות. 

הגמרא דנה כעת במידה הנדרשת בחלון עגול בכדי שיוכלו לערב יחד?! 

במהלך העבודה נבדוק את הצדדים השונים לחישוב מה תהיה המידה הנדרשת בחלון עגול ואת הסיבות והחישובים העומדים מאחורי כל דעה.

ישנם משפטים גיאומטריים יסודיים המופיעים במהלך הדיון. נסביר תחילה את הכללים הבסיסיים על מנת להבין את מהלכי הדיון בגמרא טוב יותר.

הכלל הראשון: "כל שיש בהיקפו שלושה טפחים יש בו רוחב טפח".

מהכלל הראשון יוצא שהיחס בין היקף עיגול לקוטרו הוא 3.

הכלל השני: "כל אמתא בריבועא, אמתא ותרי חומשי באלכסונא".

מהכלל השני יוצא שהיחס בין אורך צלע ריבוע לאלכסונו הוא 1.4 (2⁄51).

במתמטיקה מקובל שהיחס בין היקף עיגול לקוטרו הוא π = ...3.14159 . 
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ושהיחס בין צלע הריבוע לאלכסונו הוא  
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 = ...1.41421 .

לכאורה השיעורים שננקטו בגמרא הם מקורבים ואינם מדויקים מבחינה מתמטית אך יש דעות האומרות שאפשר להתייחס אל השיעורים המקורבים כאל השיעורים המדויקים ואין צורך לחשוש לשיעורים המתמטיים.

הנימוקים לכך:

· עירובין י"ג ע"ב לגבי קורה שמכשירים בה את המבוי שצריכה להיות רחבה כדי לקבל אריח – חצי לבנה וה"אריח" הוא חצי לבנה של שלושה טפחים. לפיכך מספיק שהקורה תהיה רחבה טפח כדי לקבל אריח לרוחבו. בדף י"ד למטה שם מביאה הגמרא את הכלל "כל שיש בהיקפו שלושה טפחים יש בו רוחב טפח"- כל חפץ עגול שיש בהיקפו שלושה טפחים בידוע שיש בו רוחב טפח בקוטר עיגולו. הגמרא שואלת מה המקור לכך ומשיבה שזה מהים שעשה שלמה המלך בחצר בית המקדש, לשמש כמקווה טהרה לכוהנים שנאמר (מלכים א' פרק ז' פס' כג'-כד') "ויעש את הים מוצק עשר באמה משפתו עד שפתו עגול סביב וחמש באמה קומתו וקוה שלושים באמה יסוב אותו סביב". התוספות שם אומרים שהחשבון אינו מצומצם ולא מדויק. בפירוש המשניות לרמב"ם (עירובין פרק א משנה ה) נכתב שהחשבון הנכון של π הוא קרוב ל-1⁄7 3, והחכמים לא השתמשו בחשבון זה אלא במדות שלימות, מכיוון שגם יחס זה אינו מדויק, כי אי אפשר לעמוד על החשבון בדיוק – ואין זה חסרון ידיעה מצדנו, אלא שדבר זה בלתי נודע מצד עצם טבעו, ואין במציאותו שיוודע, כי אין מספר או שבר מספר שיכול לבטא היחס המדויק שבין היקף העיגול לבין רוחבו (מספר אי-רציונלי). גם 
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הוא אירציונלי מובאת בפירוש המשניות לרמב"ם עירובין פרק ב משנה ה. שם נאמר, ש 
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 הוא אירציונלי. אך 
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, ואילו 
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 היה רציונלי גם 
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 היה רציונלי! ולכן מכיוון ש-
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 הוא אירציונלי, יש להסתפק בשיעור מקורב אך זה לא חסרון דעתנו אלא זה טבע החשבון.  
· קשה לצמצם את ההבדל בין השיעורים המדויקים לשיעורים המקורבים, ולכן נראה שאם יצור אדם מבנה ע"פ שיעורים מקורבים אלו, מסתמא יקיים המבנה את התנאים הדרושים גם עבור השיעורים המדויקים.
· "וניתנה ההלכה לחשוב בקירוב, שלא ניתנו המצוות אלא לצרף הבריות ולדקדק בצואותיו יתברך, לקבלת מלכותו יתברך, וגם לקיום חכמת התורה הכלולה בכל דיני המצווה ולסוד הפנימיות, ולכל הני (=אלו) אינו מפסיד אם גבולי הצמצום יהיו בקירוב, כדי שיוכלו לקיים מצוות המעשיות אף חלושי הדעת". ("חזון איש", אורח חיים, ראש השנה סימן קל"ח סעיף ד').
לסיכום:

כלל 1: היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו.

[image: image45.bmp]
הוכחה: יחס זה נלמד ממלכים-א ז, כג בו מסופר על הים של שלמה: "ויעש את הים מוצק, עשר באמה משפתו עד שפתו עגול סביב, וחמש באמה קומתו, וקו שלשים באמה יסוב אותו סביב". היינו היקף (קו) עיגול, שקוטרו (רחבו) עשר יחידות, הוא שלושים יחידות. 

כלל 2: אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו.
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הוכחה:  

יהי נתון ריבוע. נחסום אותו בריבוע אחר, כך שקדקודי הריבוע יהיו במרכז הצלעות של הריבוע החוסם (ראה ציור). אלכסוני הריבוע החסום מחלקים אותו לארבעה משולשים, ויחד עם צלעותיו אנו מקבלים חלוקה של הריבוע החוסם לשמונה משולשים שווים בשטחם. לכן, שטח הריבוע החיצוני כפול משטח הריבוע הפנימי. 
במילים אחרות, a²2 = b², כאשר a אורך צלע הריבוע החסום ו- b אורך צלע הריבוע החוסם. לכן, 2 = ²(   ), ומכאן     2⁄51 ≈       .

ישנם שני כללים נוספים המופיעים במהלך הדיון:

כלל 3: שטחו של עיגול החסום בתוך ריבוע, קטן ברבע משטח הריבוע.


הוכחה (כפי שמובאת בפירוש התוספות במסכת סוכה דף ח ע"א):                                 

יהי נתון ריבוע ABCD. ריבוע זה חוסם מעגל שרדיוסו r. 
אורך צלע הריבוע (d) שווה לקוטר המעגל  r2=r+r=d.

נניח שהעיגול הוא עיגול יחידה (ברוחב טפח). לשם פשטות אפשר להתבונן על העיגול כעל אוסף של חוטים רבים (דקים), המונחים בצורת טבעות בין המרכז לחוט ההיקף. ארכו של כל חוט ההיקף (החוט החיצוני) = 3 טפחים (לפי כלל 1). כל חוט מהווה מעגל בפני עצמו, בעל קוטר שהוא פעמיים מחוגו (r2=d) ואורכו של כל החוט גדול פי שלשה מקוטרו (p=πd=3d).


לכן אם נחתוך את העיגול מנקודות A ו-B עד שנגיע למרכז O לאורך מחוג העיגול (ראה ציור), ונפרוש אותם לאורך המשיק, נקבל משולש OAB.
שטח העיגול המקורי = שטח המשולש OAB.

קודקוד המשולש O הוא מרכז העיגול, ובסיסו AB הוא החוט החיצוני, שאורכו 3 טפחים. גובה המשולש הוא מחוג העיגול OD וארכו ½ טפח (מחצית הקוטר). 
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 הוא משיק לעיגול ומתקבל 
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בסיס המשולש = AB = 3.

גובה המשולש = OD = ½.

שטח המשולש = ½ הבסיס X הגובה = 3⁄2 X ½ = ¾.
לכן שטח העיגול = ¾.
מכאן ששטח העיגול החסום בתוך ריבוע, קטן ברבע משטח הריבוע.

ההערה: 

גם היחס בין היקף העיגול החסום בריבוע להיקף הריבוע הוא ¾.
כלומר, היקף המעגל החסום בתוך ריבוע, קטן ברבע מהיקף הריבוע. 

הוכחה:                                 

נראה לעין, שאורך צלע הריבוע החוסם שווה לרוחב העיגול (ראה ציור), סימנו d. לכן, היקף הריבוע הוא d4 =d + d + d + d, ואילו היקף העיגול הוא d3 (לפי כלל 1), 

ולכן היקף העיגול קטן ברבע מהיקף הריבוע. 
כלל 4: שטחו של עיגול החוסם ריבוע גדול בחצי משטח הריבוע.




הוכחה: 

יהי נתון ריבוע ABCD. נחסום את הריבוע בעיגול, ואת העיגול – בריבוע EFGH. כפי שראינו בהוכחת כלל 2, SABCD2 = SEFGH.

לפי  (שטחו של עיגול החסום בתוך ריבוע קטן ברבע משטח הריבוע),

½SABCD + SABCD = SABCD 3⁄2 = SABCD2 X ¾ = SEFGH ¾ = SO
מכאן ששטחו של עיגול החוסם ריבוע גדול בחצי משטח הריבוע.

הערה חשובה: במהלך העבודה כשנתקל בדיונים המתבססים על הכללים הנ"ל נשיים אותם לפי המספור שניתן להם בעמוד זה.

ל

עירובין דף עו' עמוד א' למטה ועמוד ב' למעלה

המשנה:

הדיון לגבי חלון עגול:

דיון הגמרא

כעת נסביר את דיון הגמרא המובא במסכת עירובין דף ע"ו עמוד א' ועמוד ב'. 

נושא הדיון כפי שנכתב לעיל: מהי המידה הנדרשת בחלון עגול בכדי שיוכלו לערב יחד שני חצרות?

דעת רבי יוחנן

"אמר רבי יוחנן: חלון עגול צריך שיהא בהיקפו עשרים וארבעה טפחים 
ושנים ומשהו מהן בתוך י' שאם ירבענו נמצא משהו בתוך י' "

לדעת רבי יוחנן על חלון עגול הנמצא בכותל המפריד בין שתי חצרות להיות בעל היקף של 24 טפחים וכן צריך שיהיה קצת יותר משני טפחים מן העיגול, "משהו", בתוך עשרה טפחים מן הקרקע כדי שאם יכניס ריבוע של ארבעה טפחים על ארבעה טפחים בתוך העיגול יימצא מעט מאותו ריבוע בתוך עשרה טפחים מהקרקע, וכפי שהמשנה מחייבת. התוספת "משהו" חיונית כדי שהצלע התחתונה של החלון הריבועי תהיה בתוך עשרה ולא בגבול עשרה הטפחים מהקרקע.

רש"י מפרש שכוונת הגמרא לשני טפחים ומשהו הכוונה שני טפחים ומשהו מהיקף העיגול. פירוש זה מיושב יותר בלשון הגמרא שאמרה "ושנים ומשהו מהן", משמע מאותם עשרים וארבעה שהוזכרו. אך פירושו של רש"י הוקשה לתוספות ולשאר הראשונים, מפני שאין צלע של ארבעה טפחים מאותו ריבוע ארבעה על ארבעה יכול להכנס בקשת של שני טפחים ומשהו!

לדעת התוספות צריך שיהיה מעט יותר משני טפחים מגובה העיגול בתוך עשרה טפחים מהקרקע. באופן זה יתרחב החלון לארבעה טפחים בתוך עשרת הטפחים הסמוכים לקרקע.

החישוב שמביא התוספות: קוטר העיגול הוא 8 טפחים (שכן היקפו 24 טפחים, מחייב שקוטרו 8 טפחים לפי כלל 1 - היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו).   

אם נוריד מהקוטר 2 טפחים למטה וכן למעלה וכן משני הצדדים יישארו  4 טפחים על 4 טפחים, חלון מרובע. לכן צריך שיהא 2 טפחים ומשהוא מגובה החלון בתוך העשרה טפחים, כדי שיהיה משהוא מהמרובע בתוך עשרה. 

ואילו לדעת רש"י שסובר שעל 2 טפחים ומשהו מהיקפה להיות בתוך עשרה טפחים, למרות שתירוצו מיושב בלשון הגמרא, הצלע של הארבע טפחים מהמרובע לא יכולה להכנס בקשת של 2 טפחים ומשהו!     

הגמרא מבררת את החשבון שעליו מיוסד שיעור זה של רבי יוחנן:

הגמרא מקשה: 

"מכדי: כל שיש בהיקפו שלשה טפחים יש בו ברוחבו טפח, בתריסר סגיא!"
מאחר שידוע הכלל בעיגול- שעיגול שיש בהיקפו שלושה טפחים יש בו ברוחבו טפח (כלל 1). כלומר, היקפו של עיגול הוא פי שלוש מרחבו (רוחב עיגול הכוונה לקוטר שלו, הגמרא משתמשת בביטוי "רוחב" הן לגבי קוטר עיגול והן לגבי צלע של ריבוע).

אם כן, מכיוון שרוחב החלון צריך להיות ארבעה טפחים, הרי די בחלון עגול שהיקפו שנים עשר טפחים! 

מדוע הצריך רבי יוחנן היקף של עשרים וארבעה טפחים?!

מתרצת הגמרא:

"הני מילי בעיגולא אבל בריבועא בעינן טפי" 

דברים אלו, שמידת ההיקף היא פי שלוש ממידת הרוחב נכונים דווקא בעיגול, אבל בריבוע צריכים להקיפו יותר מפי שלוש ברוחבו. כלומר, שטח עיגול בעל קוטר של ארבעה טפחים החסום בתוך ריבוע שאורך כל צלע 4 טפחים. על מנת שכל שטח הריבוע יהיה בתוך שטח העיגול, על היקף העיגול להיות גדול יותר.

רש"י מפרש: בניגוד לעיגול שרחב באמצעו אך מתקצר והולך למעלה ולמטה, במרובע יש רוחב אחד לכל ארכו, ולכן יחס 3:1 שבין היקף עיגול ובין קוטרו אינו נכון לריבוע.

ובחלון שבין שתי החצרות נדרש שיהא בו כדי ארבעה טפחים בריבוע, דוקא. לכן הצריך רבי יוחנן היקף של עשרים וארבעה טפחים.

שרטוט: 

אך עדיין מקשה הגמרא:

"מכדי: כמה מרובע יתר על העגול רביע, בשיתסר סגיא!"

מכיוון שרבע מהיקפו של הריבוע הוא ההפרש בין היקפו להיקף העיגול, שאם יש בהיקף העיגול שלושה טפחים, יהיה בהיקף הריבוע ארבעה טפחים (כלל 3).

אם כן, די בחלון עגול בהיקף של ששה עשר טפחים. כלומר מספיק חלון בהיקף של 16 טפחים על מנת שיקיף את הריבוע כך ששטחו של הריבוע יהיה כולו בתוך שטח העיגול המקיף אותו.

רש"י מפרש: מכיוון שקבענו לעיל שהיקפו של עיגול ברוחב 4 טופחים הוא 12 טפחים, הרי שעל פי יחס 4:3 יהיה היקף ריבוע בעל אותו רוחב של 4 טפחים – 16 טפחים, שהרי כל אחת מארבע צלעותיו ארוכה 4 טפחים.

ומדוע אומר רבי יוחנן שצריכים היקף של עשרים וארבעה טפחים?!

מתרצת הגמרא:

"הני מילי עיגולא דנפיק מגו ריבועא, אבל ריבועא דנפיק מגו עיגולא בעינן טפי. 

מאי טעמא? משום מורשא דקרנתא."

דברים אלו, שמרובע יתר על העיגול רביע נכונים דווקא בעיגול היוצא מתוך ריבוע, כלומר כשהעיגול מוקף ע"י הריבוע (עיגול חסום בריבוע). אבל בריבוע היוצא מתוך עיגול, כלומר כשהריבוע מוקף על ידי העיגול (ריבוע חסום בעיגול) צריכים עיגול שהיקפו יותר מהיקף הריבוע שבתוכו.

ומהי הסיבה לכך? מפני בליטת פינות הריבוע שצריך העיגול להקיף אותו. זאת אומרת, העיגול צריך להקיף בקשת מפינה לפינה, לכן היקפו בוודאי גדול יותר מהיקף הריבוע שבו יש קו ישר מפינה לפינה.

שרטוט:

משום כך אין די לרבי יוחנן בחלון של ששה עשר טפחים!

אך עדיין קשה:

"מכדי: כל אמתא בריבוע אמתא ותרי חומשי באלכסונא, בשיבסר נכי חומשא סגיא!" 

מכיוון שידוע הכלל שכל אמה שבצלע של ריבוע גורמת לאמה ושתי חמישיות האמה באלכסונו של הריבוע (כלל 2). כלומר, אורך מידת אלכסונו של ריבוע הוא פי אחד ושתי חמישיות מצלעו (דהיינו 1.4).

אם כן, די לחלון העגול בהיקף של שבעה עשר טפחים פחות חומש (כלומר ששה עשר טפחים וארבע חמישיות).

החישוב לכך: אלכסונו של ריבוע  4X4 הוא 5.6 (על פי 1.4X4).

קוטר העיגול המקיף ריבוע שווה לאלכסונו של אותו הריבוע.

נמצא שקוטר העיגול בענייננו גם הוא 5.6 טפחים.  

ולפי כלל הגמרא שהיקף עיגול הוא פי 3 מקוטרו (כלל 1),

נמצא כי די בחלון עגול שהיקפו 4⁄5 16 בכדי להקיף ריבוע של 4X4 (על פי 5.6X3).

חוזרת השאלה: מדוע הצריך רבי יוחנן היקף של עשרים וארבעה טפחים?

הגמרא מתרצת שרבי יוחנן דיבר לפי שיטה אחרת ביחסי המרובעים והעיגולים:

"רבי יוחנן אמר כי דייני דקיסרי, ואמרי לה כרבנן דקיסרי, 

דאמרי: עיגולא מגו ריבועא ריבעא, ריבועא מגו עיגולא פלגא"
רבי יוחנן אמר את דינו כמו שיטת דייני דקיסרי (ויש אומרים כשיטת רבנן דקיסרי). שסוברים: היקפו של עיגול היוצא מתוך ריבוע הוא פחות רבע מהיקפו של אותו ריבוע. כלומר, אם היקפו של ריבוע הוא ארבעה טפחים, יהיה היקף העיגול המוקף בתוכו שלושה טפחים. (היחס הזה הוא לדברי הכל, וגם אינו שייך לדברי רבי יוחנן. שיטתם המיוחדת של דייני דקיסרי הוא בעניין היחס הבא, בריבוע היוצא מתוך עיגול:)

היקפו של ריבוע החסום בעיגול הוא פחות מהיקף אותו עיגול בשיעור חצי מהיקף עצמו. כלומר, היקפו של העיגול המקיף ריבוע הוא פי אחד וחצי מהיקף הריבוע המוקף.

על פי יחס זה אמר רבי יוחנן שהיקף החלון העגול צריך להיות עשרים וארבעה טפחים. כדי שיוכל להקיף ריבוע של ארבעה טפחים על ארבעה טפחים.

מכיוון שהיקף ריבוע כזה הוא ששה עשר טפחים, הרי ההיקף הנצרך לעיגול שמקיפו הוא פי אחת וחצי מזה, דהיינו עשרים וארבעה טפחים.

(אין ההלכה כרבי יוחנן ודי בחלון עגול שהיקפו 16.8 טפחים למרות שהגמרא לא דוחה תירוץ זה של דייני דקיסרי במקום לעומת הסוגיה במסכת סוכה (דף ז ודף ח) הדנה בסוכה עגולה שגם שם מתרצת הגמרא את דברי רבי יוחנן לפי שיטת דייני דקיסרי אך שם שוללת הגמרא במקום פתרון זה).  
הסבר דיון הגמרא מבחינה מתמטית

טענה: היקף עיגול שקוטרו 4 יח' הוא 12 יח'.

הוכחה: לפי כלל 1- היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו, 

היקף מעגל שקוטרו 4 הוא 12=3 X4.
תוצאה: היקף חלון עגול שקוטרו 4 טפחים הוא 12 טפחים. 


טענה: היקף ריבוע שממדיו 4 יח' X 4 יח' הוא 16 יח'.
הוכחה: כפי שהוכחנו לעיל היקף עיגול שממדיו 4 יח' X 4 יח' הוא 12 יח'.

לפי כלל 1  - היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו.

נחסום את העיגול בריבוע שהיקפו יסומן באות C.

לפי כלל 3 – שטחו של עיגול החסום בתוך ריבוע קטן ברבע משטח הריבוע.

מכאן: ¾C = 12 או במילים, C הוא המספר שאם נוריד ממנו רבע נקבל את המספר 12. לכן 16= C.

תוצאה: היקף חלון עגול, שהיקפו זהה להיקף החלון הריבועי הכשר הוא 16 טפחים.

טענה:  אם נכניס ריבוע שממדיו 4 יח' X 4 יח' לתוך עיגול שהיקפו 16 יח' יצאו פינות הריבוע מהעיגול.

הוכחה: ראשית, ניתן לראות זאת בציור ללא חישוב. 

אורך כל קשת גדול מאורך המיתר הנשען עליה, ולכן היקף העיגול (סכום אורכי הקשתות) גדול מהיקף הריבוע, שהוא 16 יח', בסתירה לנתון שהיקף העיגול 16 יח'. לכן, אם היקף העיגול 16 יח', אין הוא יכול להכיל את הריבוע.

לכן חייב שהפינות יוצאות, כך: 

אך ניתן לראות זאת גם ע"י חישוב מתמטי:


נחשב את אלכסון הריבוע:                                                                  

כאשר צלע הריבוע 4 טפחים, אלכסונו 5.6 טפחים.

(לפי כלל 2 -  אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו).

החישוב: 5.6 = 1.4 X 4 .

נחשב את קוטר המעגל:

קוטר עיגול בהיקף 16 הוא 16⁄3 (לפי כלל 1 - היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו).

מכאן שקוטר המעגל הוא  1⁄35 = 16⁄3.

והרי יש כאן סתירה שהרי על אלכסון הריבוע החסום במעגל להיות שווה לקוטרו, ואילו כאן אלכסון הריבוע החסום גדול מקוטרו!  1⁄35< 5.6! 

תוצאה: אי אפשר להכניס את החלון הריבועי (שהיקפו 16) לתוך חלון עגול שהיקפו 16 טפחים, מבלי שיצאו הפינות אל מחוץ לחלון העגול.

טענה: היקף עיגול החוסם ריבוע שממדיו 4 יח' X 4 יח' הוא  1⁄5 – 17 יח'.

הוכחה: לפי כלל 2 – אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו. 

אלכסון הריבוע: 3⁄55=4 X1.4. 

אלכסון הריבוע הוא קוטר העיגול  

(זווית היקפית בת º90 נשענת על הקוטר).

לפי כלל 1 – היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו.

היקף המעגל =   1⁄5 – 17 = 4⁄5 16  =  3⁄55 X 3.  

תוצאה: היקף חלון עגול החוסם את החלון הריבועי הכשר הוא  1⁄5 – 17 טפחים.


טענת דייני דקיסרי: היקף עיגול החוסם ריבוע שממדיו 4 יח' X 4 יח' הוא 24 יח'.

הוכחתם: לפי הכלל: היקפו של עיגול החוסם ריבוע גדול בחצי מהיקף הריבוע.

הריבוע בעל היקף של 16 יח' (אורך כל צלע 4 יח').

מעגל המקיף ריבוע זה יהיה בעל היקף של 24 יח'.

היקף המעל הוא פי ½1 מהיקף הריבוע החסום בו. היקפו 24= ½1X16.

תוצאה: היקף חלון עגול החוסם את החלון הריבוע הכשר הוא 24 טפחים.

כיצד טעו דייני דקיסרי בדבר הנראה לעין?!

טעותם של דייני דקיסרי

לפי חישוב דייני דקיסרי נמצא כי אלכסונו של ריבוע (שהוא גם קוטר המעגל שמקיפו) הוא פי שניים מצלעו! הרי פשוט שבאמת המידה היא לא כך וזה דבר הנראה לעין!

שהרי לפי משפט אוקליד: סכום 2 צלעות משולש > צלע שלישית

                                                צריך להיות:     X2 <  x+x
                                                        דהיינו: אלכסון > X2                                                  
                                                  ואילו כאן:  אלכסון <  X2 
על האלכסון להיות קטן מפי 2, והרי לפי דייני דקיסרי הוא פי שניים!

הסבר טעותם של דייני דקיסרי:

טענה מפריכה: היקף עיגול החוסם ריבוע שממדיו 4 יח' X 4 יח' הוא  1⁄5 – 17 יח' ולא 24 יח' מכיון שאלכסון ריבוע גדול פי 1.4 מצלעו ולא פי שניים.

הוכחה: לפי החישוב של דייני דקיסרי- היקף המעגל הוא 24 יח'.

לפי כלל 1 – היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו.

קוטר המעגל = 8 = 3 / 24. 

צלע הריבוע הוא 4 יח'. היחס בין אלכסון הריבוע לצלעו = 2 = 4 / 8.

והרי לפי כלל 2 – אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו!

מכאן שהיקף המעגל אינו 24 יח!

אלא כפי שהוכחנו לעיל-

לפי כלל 2- אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו.

אלכסון הריבוע: 3⁄55=4 X1.4. 

אלכסון הריבוע הוא קוטר העיגול  

(זווית היקפית בת º90 נשענת על הקוטר).

לפי כלל 1 – היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו.

היקף המעגל =   1⁄5 – 17 = 4⁄5 16  =  3⁄55 X 3.  

 

מכאן שדייני דקיסרי טעו

איך טעו?

טעותם של דייני קיסרי באה מכיוון שהשוו שטח להיקף.

שטח של כל משולש = 
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לכן השטח של כל הריבוע הוא: 
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ואילו שטח העיגול = 
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שטח העיגול החוסם = ½1 שטח הריבוע

וחשבו דייני קיסרי שאותו הדבר הוא ההיקף. 

הגמרא בסוכה דנה בעניין דומה לחלון עגול, שם דנה לגבי סוכה עגולה. סוכה מרובעת כשרה הינה סוכה בעלת 4 אמות X 4 אמות, הדיון הוא לגבי גודל סוכה עגולה. לדעת רבי יוחנן אם יש בהקפה מקום כדי להושיב 24 בני אדם כשרה. הגמרא דנה בדברי רבן יוחנן בסוף הדיון מביאה הגמרא את דעת דייני דקיסרי שעל פי שיטתם מתרצת את דעת רבי יוחנן. לפי שיטתם העיגול היוצא מתוך הריבוע (עיגול שחסום בריבוע) פחות ממנו בשטחו ברבע ואילו ריבוע היוצא מתוך העיגול גדול בחצי מהעיגול. הגמרא  דוחה את דברי דייני דקיסרי ואומרת:  "ולא היא, דהא קחזינן דלא הוי כולי האי" – ואינו כן, שהרי רואים אנו שאין היחס גדול כל כך. 

כותב על כך רש"י שם: שהרי ראינו שהשיעור אינו עד כדי כך, אלא כרוחב אלכסון המרובע והרי לכל אמה בצלע הריבוע – אמה ושתי חמישיות באלכסונו. (ואילו לפי דעת דייני דקיסרי נמצא שאלכסונו הוא פי שניים מצלעו!).

גם רבינו חננאל בסוכה (ח,ב) שם מביא את סוגייתנו גורס בה שהגמרא עצמה מקשה כאן: "ואקשינן והא ליתא לדייני דקיסרי?" – והרי אנו לא סוברים כדייני דקיסרי?! "ושנינן לטעותא דדייני דקיסרי..." – אלא שאף על פי שאנחנו לא סוברים כך רבי יוחנן אומר את דעתו על פי שיטתם. ולפי רבינו חננאל שיטת דייני דקיסרי הינה טעות.     

וכן התוספות בסוכה (ח,ב) תמהו: "היאך טעו במידה ר' יוחנן ודייני דקיסרי? דמאחר שלא מדדו הדבר היאך עשו כלל על דבר שאינו?

כל המפרשים תמהו על השיטה הזאת, שלכאורה דבריהם רחוקים מאד ממראית העין ואינם מסתברים כלל, ותרצו בדרכים רבות ושונות.

תירוץ התוספות

בתוספות מובאת דעה המפרשת שדייני דקיסרי לא טעו אלא שאמרו את כללם לגבי מידת השטח ולא לגבי מידת ההיקף, ומדובר במקרה אחד של ריבוע גדול החוסם בתוכו עיגול, כאשר אותו עיגול מקיף ריבוע קטן.

אם מדת הריבוע הגדול היא 2X2 אמות, הרי שטחו הוא 4 אמות מרובעות. שטח העיגול החסום בתוכו הוא ¾ משטחו, דהיינו 3 אמות מרובעות, לפי כלל 3- שטחו של עיגול החסום בתוך ריבוע קטן ברבע משטח הריבוע. נמצא כי שטח העיגול קטן משטח הריבוע הגדול ב- ¼, "עיגולא מגי ריבועא ריבעא". 

ואילו שטח הריבוע החסום בתוך אותו עיגול, הריבוע הקטן, הרי הוא שווה למחצית  הריבוע הגדול, דהיינו 2 אמות.

החישוב: כל צלע בריבוע הגדול הוא 2 יח'. 

אלכסון הריבוע הקטן = קוטר העיגול (זווית היקפית בת º90 נשענת על הקוטר) =    2 יח' (מכיוון שכן הוא שווה ומקביל לצלע הריבוע הגדול).

לפי כלל 2 -  אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו.

לכן צלע הריבוע = 3⁄71 =  10⁄7 = 1.4 / 2.

שטח הריבוע הקטן = 2 ~ = 100⁄49 = ²( 10⁄7) = ²( 3⁄71).

שטח הריבוע הגדול = 4 = ²2
מכאן ששטח הריבוע הקטן (החסום בעיגול) קטן משטח הריבוע הגדול ב- ½,            (½ = 2 / 4 ). כעת מסתדר לשון הכתוב "ריבועא מגו עיגולא פלגא", הכוונה היא ששטח הריבוע שבתוך העיגול (שהוא בתוך הריבוע הגדול) הוא פחות במחצית (משטח הריבוע הקטן).


ולכן כשנתרץ את כלל דייני דקסרי לגבי שטח יתיישב העניין.

שלפי טיעונם, עיגול בעל שטח של 24 טפחים חוסם בתוכו ריבוע ששטחו קטן בחצי משטח העיגול.

שטח הריבוע החסום: 16 = 24-12 = 24 X  - ½24

ואכן שטח החלון הריבועי החסום בחלון העגול הוא בעל 4 טפחים על טפחים = שטחו 16 טפחים
ואם כן, מסיימים התוספות, "הש"ס בסוכה ור' יוחנן דהכא (כאן בסוגייתנו) טעו בדבריהם והיו סבורים שעל ההיקף אמרו".

תירוץ המאירי

הסבר תירוץ המאירי:

המאירי בספרו חידושי המאירי על מסכת עירובין כותב:  "ונמצאת למד שדברי ר' יוחנן שאמר בחלון עגול צריך שיהא בהיקפו כ"ד טפחים לא עלו כהלכה ומכל מקום יש מעמידין את דבריו כהלכה וכדייני דקיסרי שהיו אומרים עגולא דנפיק מגו רבועא רבעא רבועא מגו עגולא פלגא" -  לדעתו למרות שדעת ר' יוחנן היא לא מה שנפסק להלכה ניתן ליישב זאת בצורה כזו שזה תואם להלכה.

"וביאור הענין הוא שכשאמר שצריך שיהא בהיקפו עשרים וארבעה טפחים..." המאירי מסביר את דיון הגמרא לגבי סברתו של רבי יוחנן ומסיים "והעמידו דברי ר' יוחנן כדייני קסרי שהיו אומרין עגולא מגו דבועא ריבעא רבועא מגו עגולא פלגא".

 "וביאור הדברים שלא רצה ר' יוחנן בזה באמרו בהיקפו על החוט אלא כאלו אמר בשוברו או בהערכתו מלשון מקיפין בבועי שהוא ענין ערך והיקש ודמיון"- כאשר אמר שבהיקפו כ"ד התכוון רבי יוחנן בהערכתו ברבוע והוא מלשון ערך והיקש כאילו אמר בתשברתו.

המאירי מסביר את דברי רבי יוחנן כפי הדעה שמובאת בתוספות שרבי יוחנן התכוון לשטח ולא להיקף ובכך מתיישבת טענתו אך לדעת המאירי רבי יוחנן לא טעה: 

שטח עיגול החסום בריבוע גדול, קטן ברבע משטח הריבוע החוסם אותו.

 וזה הכוונה "עיגולא מגו רבועא רבעא".

אם נחסום בעיגול החסום ריבוע (קטן יותר) יהיה שטחו חצי משטח המרובע החיצון.

וזה הכוונה "רבועא מגו עגולא פלגא", כלומר הריבוע הקטן שחסום בעיגול הוא חצי מהריבוע הגדול החוסם את העיגול.

החישוב לכך: כאשר נוריד ¼ משטח הריבוע הגדול – נקבל את שטח העיגול החסום בו (לפי כלל 3 -  שטחו של עיגול החסום בתוך ריבוע קטן ברבע משטח הריבוע).

וכאשר נוריד משטח העיגול (שהוא ¾ משטח הריבוע הגדול) -  1⁄3 – נקבל את שטח הריבוע הקטן החסום בו (שטחו של ריבוע החסום בתוך עיגול קטן בשליש משטח העיגול). 

יוצא ששטח הריבוע הפנימי הוא חצי משטח הריבוע החיצוני! וכך זה מסתדר יפה עם לשון דעת דייני דקיסרי, כפי שהוסבר לעיל.

כותב המאירי "ואף על פי שהרבה מן התלמידים נתבלבלו בה עד שהעמידו דבריהם של דייני קיסרי בטעות גדולה ופרשו שמתוך כך העלינו את העניין להיקף שבסר נכי חומשא על סמך כל אמתא ברבועא וכו' ומכל מקום גדולי הראשונים כתבו בחיבוריהם דעת דייני קסרי על הדרך שהזכרנו עכשיו ומדרך חכמת התשבורת וכתבו שדבריהם של דייני קיסרי קרובים אל האמת" 

המאירי כותב בהמשך בנוגע לעיגול מתוך ריבוע, שאף על פי שכלל זה נכון לפי הכלל  של "כל שברוחבו טפח בהיקפו שלשה טפחים", מ"מ הרי כלל זה הוא לא מדויק לפי החשבון - "ומה שאמרו במסכת סוכה 'דלא הוי כולא האי' הוא חוזר למה שאמרו 'עגולא מגו רבועא רבעא' רצה לומר שהרבוע יתר עליו רביע ואינו כל כך ו'ריבוע מגו עגולא' למי שגורס 'תילתא' רצה לומר שהעגול יותר שליש הוא יותר מעט עד שמה שחסר זה יתר בזה עד שבא בכוון ריבוע פנימי לחצי שיעור הריבוע החיצון"

המאירי מחשב לפי החישוב היותר מדויק בו היקף המעגל הוא פי  1⁄73 מקוטרו.

ולכן כאשר נחשב את היחס בין העיגול למרובע החיצון – החוסם נגיע לכך שהוא י"א חלקים מ-י"ד ( 11⁄14 ).

נניח ריבוע dXd חוסם עיגול (בעל קוטר d).

נחשב ששטח הריבוע = ²d.

ואילו שטח העיגול =²(d½)X 1⁄73   (היינו, ²rπ).
כלומר, שטח העיגול = 
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מכאן שהיחס בין העיגול למרובע החוסם אותו=  
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ושטח המרובע הפנימי – החסום - ביחס לעיגול הוא ז' חלקים מ-י"א ( 7⁄11 ).

יחס הריבוע הפנימי לריבוע החיצון הוא חצי.

שטח הריבוע הפנימי = 
[image: image16.wmf]2
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מכאן שהיחס בין הריבוע לעיגול החוסם אותו=  
[image: image17.wmf]11
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"וזה ממה שידוע בחכמת השיעור שהעיגול י"א חלקים מ-י"ד במרובע החיצון ובמרובע התיכון שבעה חלקים מאחד עשר בעגול אבל דבר ברור הוא שהמרובע התיכון הוא חצי המרובע החיצון שהרי כשתעריך ז' אל י"א וי"א אל י"ד יצא לך ז' אל י"ד שהוא החצי". 

היינו, היחס בין עיגול חסום במרובע לריבוע החוסם אותו = 11⁄14 .

היחס בין ריבוע חסום בעיגול לעיגול החוסם אותו = 7⁄11.

היחס בין הריבוע הפנימי (החסום) לריבוע החיצוני (החוסם) = ½.

לפי חישוב המאירי:

היחס בין שטח ריבוע חסום בעיגול לשטח העיגול (       ) =
[image: image18.wmf]2
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היחס בין שטח עיגול חסום במרובע לשטח הריבוע (       ) = 
[image: image19.wmf](
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המאירי מביא כמה כללים נוספים העוסקים בחוכמת ה"תשבורת" (השטחים):

אלכסון הריבוע הקטן = קוטר העיגול החוסם אותו = צלע הריבוע הגדול = 
[image: image20.wmf]x

.

שטח הריבוע הגדול =
[image: image21.wmf]2
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.

היקף העיגול = 
[image: image22.wmf]x
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שטח העיגול = (מכפלת חצי קוטר העיגול בחצי הקיפו) = 
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שטח הריבוע הקטן = (חצי מריבוע אלכסונו)= 
[image: image24.wmf])
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וכך הגיעו דייני דקיסרי לחשבונם עפ"י חשבון השטחים:

נתון ריבוע (קטן) של 4 טפחים על 4 טפחים.
עפ"י החשבון הפשוט שטחו הוא 16 (
[image: image25.wmf]16
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עפ"י חוכמת התשבורת שטחו = 
[image: image26.wmf]2
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נציב במשוואה על מנת לחשב כמה יהיה שווה האלכסון: 


[image: image27.wmf]3
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מכאן שאלכסון הריבוע (וכן קוטר העיגול החוסם אותו) = 
[image: image28.wmf]3
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היקף העיגול = 
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שטח העיגול= 
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זהו החישוב שמביא המאירי.

המאירי מוסיף "...מכל מקום לעניין מדידה אין הכוון מצוי בו כל כך עד שנדקדק עליהם בדבר מועט אבל דייני דקיסרי שהיו מדברים על דרך התשבורת ושהיו סבורים להעלות דבריהם בדקדוק מכוון יהיה ראוי לדקדק עליהם ולהודיע שאף הם עם כל פלפולם לא כוונו את הדבר לצמצם לגמרי וזו היא צורתה..."

דייני דקיסרי ידעו את חכמת התשבורת ולכן דקדקו וחישבו בצורה כזאת לפירושם, אך ביחס בין היקף העיגול לקוטרו ובין אלכסון הריבוע לצלעו לא צמצמו מכיוון שזוהי צורתו ולא ניתן לצמצם "כי לא יודע בצמצום גמור".

לכן לפי החישוב המדוקדק יותר. היקף המעגל מעל 17 טפחים. שכן מכל אמה בצלע הריבוע מתקבל יותר מאמה ושתי חמישיות באלכסונו וכן מכל טפח בקוטר העיגול מתקבל יותר משלושה טפחים בהיקפו, "ועל דרך האמת כל עיגול שיש ברוחבו איזה שיעור יהיה היקפו שלש כמוהו ועוד שביעית וגם זה בקירוב כי לא יודע בצמצום גמור", היינו שהיחס בין היקף המעגל לקוטרו קרוב ל-1⁄7 3 וגם זה לא מדויק. אך אם נדייק "יבוא למבוקש יותר משבעה עשר".  
ואכן כפי שחישב המאירי היקף העיגול יצא יותר מ-17, ההיקף הוא 
[image: image31.wmf]21
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ושטח העיגול יותר מ-24 טפחים, השטח הוא 
[image: image32.wmf]126
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ומה שמצריך לפחות 
[image: image33.wmf]5
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 טפחים מגובה החלון העגול בתוך עשרה טפחים מהקרקע הוא מעט יותר מ- 
[image: image34.wmf]5
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 טפחים, שכן בגובה החלון = 
[image: image35.wmf]3
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 טפחים.
כאשר נחסר את גובה החלון הריבועי, שהוא = 4 טפחים.

נקבל את ההפרש בגובה החלון מעל ומתחת החלון הריבועי עד העיגול = 
[image: image36.wmf]3
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וכאשר נחלק הפרש זה ל-2 חלקים שווים (מעל הריבוע ומתחת) = 

[image: image37.wmf]6
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נקבל שנדרש לפחות 
[image: image38.wmf]6
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 טפחים מגובה החלון בתוך ה-10 טפחים מהקרקע, על מנת שמשהו מתוך החלון הריבועי יהיה בתוך עשרה טפחים.
לפי חשבון זה יוצא שגם דרישה זו היא גדולה יותר מהנדרש בהלכה.

שכן הדרישה היא ש לפחות 
[image: image39.wmf]5

4

 טפחים מגובה החלון העגול בתוך עשרה טפחים.

ואילו התקבל  שנדרש שלפחות 
[image: image40.wmf]6
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נביא הוכחה פשוטה ע"י חישוב מתמטי מדויק במחשבון שכאשר נחשב בצורה מאד מדויקת נגיע להיקף הגדול מ-17:

אורך צלע הריבוע הפנימי = 4

אורך צלע אלכסון הריבוע הפנימי = 5.657 =
[image: image42.wmf]2

X 4
אלכסון הריבוע הפנימי = קוטר המעגל החוסם

היקף המעגל = 17.772 = π X 5.657

זהו החידוש בפירושו של המאירי, שדייני דקיסרי כתבו 24 טפחים על שטח העיגול מכיוון שעשו חישוב מדויק אך אם נחשב בדיוק נגיע ליותר מ-17 טפחים בהיקף וכן יותר מ-24 טפחים בשטח.
לכן אין לדקדק עד כדי כך מכיוון שסוף כל סוף "לא ידוע בצמצום גמור".

תירוץ הריטב"א

הריטב"א בספרו חידושי הריטב"א על מסכת עירובין כתב: "ואיני יודע מה הרווחנו לתלות הטעות ברבי יוחנן (במקום בדייני דקיסרי) ועוד תמה על עצמך שלא הבין ר' יוחנן מה שאנו מבינים בהם". הריטב"א לא מקבל כלל את התירוץ שר' יוחנן טעה ומפרש זאת באופן אחר לגמרי.

פירושו של הריטב"א: "והנכון בעיני כי דברי דייני דקיסרי ודברי ר' יוחנן אמת אלא שאמרו במליצה וחידה שכן דרך בעלי החשבון לדבר".

בהמשך דבריו למדים אנו שלדעתו דברי ר' יוחנן נאמרו מלכתחילה בחלון שצורתו היא כזו: 

חלון זה בנוי מריבוע 4 טפחים על 4 טפחים.

כאשר בכל צלע עיגול בפני עצמו שקוטרו 4 טפחים באורך הצלע.

יוצא שהיקפו של כל עיגול 12 טפחים (לפי כלל 1- היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו).

4 = 3 / 12. 

חצי העיגול הבולט החוצה באורך 6 טפחים. 6 =12 ½ x .

נמצא שבארבעת חצאי העיגולים שמסביב למרובע מבחוץ 24 טפחים. 24 = 4 x 6.

"ועל זה הדרך אמר ר' יוחנן כי חלון עגול שאנו צריכים לרבע בתוכו חלון שיש בו ד' על ד' צריך שיהא בהיקפו עשרים וד' טפחים כשיהא עיגולו על הדרך שאמרנו שכל צלע וצלע עגול בפני עצמו ודרך חידה ומליצה אמרו כן.

אבל יודעים הם בוודאי כי כשהעיגול היוצא על המרובע הוא עיגול א' שאין העיגול ההוא עולה כל כך, ובשביסר נכי חומשא סגי" – ומספיק בהיקף של שבעה עשר פחות חמישית (כפי שאמרה הגמרא ונקבע להלכה). 

תירוץ  הרשב"א

הרשב"א בספרו חידושי הרשב"א ג"כ סובר שדייני דקיסרי לא טעו וכותב "וזה דבר תימה היאך יטעו כל כך במה שהוא ניכר לעין" ולאחר מכן כותב שוב "וזה דבר של תימה שיטעה ר' יוחנן כל כך בדבריהם"

בהמשך מפרש הרשב"א שדייני דקיסרי עשו חשבונם בצורה כזו – 

כדעת הריטב"א.

"ואני אומר כי שמא דייני דקיסרי ראו כל צלע וצלע מצלעי הריבוע כאלו הוא חוט מקיפו..."

החישוב של דייני דקיסרי עפ"י הרשב"א:

"אילו מקיף כל צלע וצלע בעיגול שווה יהיה חוט המקיפו שנים עשר טפחים על דרך החשבון דכל שיש ברחבו טפח יש בהיקפו שלש טפחים..."

כאשר בכל צלע עיגול בפני עצמו שקוטרו 4 טפחים באורך הצלע.

יוצא שהיקפו של כל עיגול 12 טפחים 

(לפי כלל 1- היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו). 4 = 3 / 12.
חצי העיגול הבולט החוצה באורך 6 טפחים. 6 =12 ½ x .

נמצא שבארבעת חצאי העיגולים שמסביב למרובע מבחוץ 24 טפחים. 24 = 4 x 6.

אלא שלדעת הרשב"א טעו כשחישבו את היקף העיגול לפי קירוב זה. (ואילו לדעת הריטב"א דברי ר' יוחנן נאמרו מלכתחילה בחלון שזו היא צורתו).

מסיים הרשב"א: "ובאמת כי החשבון הזה אינו אמת לפי שהוא לוקח ההיקף לכל א' מן הצלעות ואינו אלא היקף א' לכולן וכשתקיף את כל המרובע בהיקף א' שוה קדור כטבעת לא יהיה רק י"ז נכי חומשא".

תירוץ הב"ח 


בהגהות הב"ח על הרי"ף 

(דף כד' עמ' א', 

בדפי הרי"ף מסכת עירובין) 

מוצאים אנו שהב"ח ישב את 

שיטת רבי יוחנן בדרך אחרת.

הב"ח מפרש כי רבי יוחנן התכוון 

שיהא החלון בצורה מיוחדת 

שיהא כריבוע בתוך ריבוע 

וזו צורתו: 


או כפי התמונה המובאת 

בפירושו של הב"ח בדפי הרי"ף

בגמרא:


קודם מתעכב הב"ח על כך שהרי"ף והרמב"ם לא הזכירו בפירושם את העניין שעל שתיים ומשהו להיות בתוך עשרה טפחים מן הקרקע. הב"ח מיישב זאת בכך שמסביר שהם דחו לגמרי את דברי ר' יוחנן גם את העניין שצריך שיהיה כל רוחב החלון, לפחות 4 טפחים ומשהו, בתוך עשרה טפחים. לדעתם מספיק שרק 4⁄5 טפח ומשהו מהחלון העגול יהיה בתוך עשרה טפחים מהקרקע ולא צריך שכל רוחב הריבוע יהיה בתוך עשרה.

הב"ח מיישב את דעתם בכך שמוסיף שאם הריבוע יעמוד על בסיסו, הגובה המינימלי שמשהו מתוכו יהיה בתוך 10 טפחים הוא אם 2 ומשהו מגובהו יהיה בתוך עשרה טפחים (כפי דעת רבי יוחנן). ואם נכניס רק משהו מתוך החלון העגול לתוך עשרה לא יכנס שום שיעור מהריבוע לתוך העשרה טפחים מן הקרקע.

אך לדעתם צורת החלון היתה בצורה שהריבוע עומד על קדקודו. ועבור חלון כזה, לא צריך לכתוב שיעור כלל מכיוון שבצורה כזו כל משהו שנכניס מהחלון העגול בתוך הריבוע ייתן משהו מהריבוע בתוך עשרה טפחים שהרי לדעתם לא צריך שכל רוחב הריבוע יהיה בתוך עשרה וזה לא מפריע.

על פי יסוד זה מיישב הב"ח את דברי רבי יוחנן שהצריך חלון עגול כל כך גדול של 24 טפחים. רבי יוחנן מחייב 24 טפחים בהיקף היות והוא סובר שחייב שכל רוחב החלון יכנס בתוך עשרה טפחים. לא תהיה בעיה אם היקף המעגל יהיה  1⁄5 – 17 והריבוע שנרבע בתוכו יעמוד על בסיסו. בצורה כזו אכן מספיק היקף של פחות מ-24 טפחים. אך אם הריבוע יעמוד על בסיסו, שתיים ומשהו מהיקף המעגל לא יכניס את רוחב הריבוע בתוך י' טפחים.  

כדי להבטיח זאת זה רק כאשר ההיקף יהיה 24 טפחים שאז גם אם נרבע ריבוע העומד על קדקודו, ניתן יהיה להכניס בו ריבוע של ארבע טפחים על ארבע טפחים כאשר צלעו התחתונה נמצאת בתוך עשרה טפחים מהקרקע, היינו ששתיים ומשהו טפחים מגובה המעגל בתוך עשרה טפחים מהקרקע. 

לכן הצריך רבי יוחנן עיגול כל כך גדול, כדי להבטיח שבכל צורה שיעמוד הריבוע, יהיה ארבע טפחים לפחות מהריבוע בתוך עשרה טפחים מן הקרקע.
חישוב הב"ח:

היקף המעגל הוא 24 טפחים. נרבע בתוכו ריבוע ABCD העומד על קרנו.

לפי כלל 1 -  היקף המעגל גדול פי 3 מקוטרו. 

נמצא שאלכסון הריבוע ABCD = קוטר המעגל (זווית היקפית בת º90 נשענת על הקוטר) = 8 טפחים. 8 = 3 / 24.

לפי כלל 2 -  אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו.

נמצא שאם אלכסונו של הריבוע BD = 8 טפחים,
אורך צלע הריבוע AD הוא  5⁄75 טפחים,

או כפי שכותב הב"ח-  4⁄55 (6 טפחים פחות חמישית) 

ועוד דבר מועט. כלומר, שטחו = 5⁄75 X 5⁄75.

כאשר נחלק את הריבוע ל-4 חלקים (4 רבעים), 

נקבל 4 ריבועים שכל צלע ריבוע היא: 6⁄72, כגון AEOF,

או כפי שכותב הב"ח – 3 טפחים פחות חצי מחמישית        

ועוד חצי דבר מועט. כלומר, שטחו = 6⁄72 X 6⁄72.


כאשר נעביר אלכסון בכל ריבוע מה-4 ריבועים קטנים, 

יהיה כל אלכסון באורך 4 טפחים. 
החישוב: לפי כלל 2 -  אלכסונו של ריבוע גדול פי 1.4 מאורך צלעו.

כל צלע ריבוע קטן = 6⁄72 = FO = AF.

אלכסון ריבוע קטן = 4 = 1.4 X 6⁄72 = FE = FG. 

ולפי זה נקבל ריבוע בינוני EFGH שכל צלע בו הוא 4 טפחים.

חשבון זה מדוקדק עפ"י חז"ל שכדי שיהא שלפחות כל רוחב החלון יהיה בתוך עשרה טפחים, ואז גם כן שתי טפחים מהעיגול יהיה בתוך עשרה טפחים מן הקרקע, ועבור כל זה צריך שיהא בהיקפו עשרים וארבעה טפחים.

מסיים הב"ח "זה נראה נכון לפרש דעת ר' יוחנן מבלי שנאמר שטעה כמו שכתבו התוספות וכנראה מדעת הרי"ף והרמב"ם שדחו דבריו אלא כדברי ר' יוחנן עיקר".  

ההלכה

שולחן ערוך אורח חיים הלכות שבת סימן שעב' סעיף ד

בשולחן ערוך נכתבה ההלכה בפירוש רק לגבי חלון ריבועי שמערב שתי חצרות בתנאי שהוא לפחות בגודל של 4 טפחים על 4 טפחים וקצת ממנו בתוך עשרה טפחים מהקרקע.

המגן אברהם שבפירושו על השולחן ערוך כתב בנוגע לחלון עגול.

המגן אברהם מוסיף שאם החלון עגול צריך:

1. שיהא בהיקפו שבסר נכי חומשא (על היקפו להיות באורך של 17 טפחים פחות חומש,  4⁄5 16) – כדי שנוכל לרבע בו ריבוע ד' על ד'  (כפי החיוב בגמרא).

2. על  4⁄5  טפחים ומשהו מהחלון להיות בתוך עשרה טפחים מהקרקע כדי שהמרובע יהיה בתוך העשרה טפחים 
ר' שמואל הלוי קעלין בפירושו "מחצית השקל" על השו"ע כותב: 

"ויהיו ד' חומשים ומשהו כו' דהא העיגול יותר מן הריבוע ח' חומשים כשיעור מה שהאלכסון עולה יותר מן המרובע. דהא האלכסון של הריבוע עומד תוך העיגול ונוגע בצדדים ובקרנות בעיגול. ואם כן מגיע לעיגול למעלה מן הריבוע ד"ט וכן למטה מן הריבוע ד"ט והעיגול אינו מועיל כיוון שאין ברחבו ד"ט לכן בעי שיהיה ד"ט ומשהו תוך י' אם כן אותו משהו ברחב ד' טפחים תוך י'".

בעל "מחצית השקל" מחשב מדוע על  4⁄5  טפחים ומשהו מהחלון להיות בתוך עשרה טפחים מהקרקע כדי שהמרובע יהיה בתוך העשרה טפחים. 

החישוב: קוטר העיגול גדול מצלע הריבוע החסום בו ביחס של אחד ושלוש חמישיות כשיעור יחס האלכסון (הקוטר) מצלע הריבוע. 

החישוב מבחינה מתמטית:

גובה החלון העגול = 3⁄55 טפחים. 
גובה החלון הריבועי = 4 טפחים.

נותר מחוץ לגובה החלון הריבועי, 
בכדי להשלים לגובה החלון העגול:  3⁄51 = 4 - 3⁄55. 
דהיינו בכל קצה:  4⁄5  = 2:  3⁄51.
לכן צריך לפחות 4⁄5  מגובה החלון העגול להיות בתוך עשרה טפחים בכדי שמשהו מתוך החלון הריבועי החסום בו יהיה בתוך עשרה טפחים.
ומבחינה מילולית:
רוחב הריבוע הוא 4 טפחים אך אי אפשר להניח אותו 
על בסיס העיגול מבלי שיצאו קצותיו מכיוון שבסיס 
העיגול אינו מגיע ל-4 טפחים.
האפשרות הראשונה שהריבוע יכנס (רוחב ה-4 טפחים) 
יהיה בגובה 4⁄5  טפחים מבסיס העיגול. ש-4 טפחים ומשהו 
מהריבוע יהיו בתוך עשרה טפחים מהקרקע כאשר לפחות 4⁄5 טפחים ומשהו מהחלון העגול יהיה בתוך עשרה טפחים מהקרקע, זה יאפשר שבסיס הריבוע - 4 טפחים ומשהו מהריבוע יהיו בתוך עשרה טפחים מן הקרקע.

בשולחן ערוך של האדמו"ר הזקן, אורח חיים הלכות עירובין סימן שע"ב הלכה ה'. 

כותב האדמו"ר הזקן את ההלכה בפירוש:


כפי שאנו רואים האדמו"ר הזקן בשו"ע אף מסביר את החישוב הנלמד מהגמרא העומד מאחורי ההלכה. 
על ההיקף להיות 17 טפחים פחות חומש כדי שנוכל לרבע הו ריבוע שהוא 4 טפחים על 4 טפחים. אלכסון הריבוע הוא 5 טפחים ושלוש חמישיות, זהו גם קוטר העיגול (שהוא שליש מההיקף) ו-3 פעמים 5 טפחים ושלוש חמישיות נותן 17 טפחים פחות חמישית. וכן צריך שמשהו מהמרובע יהיה בתוך עשרה טפחים מן הקרקע (ולא כל רוחב הריבוע) ואינו עושה חישוב על מהו רוחב העיגול שצריך להיות בתוך י' טפחים.
סיכום העבודה

ההלכה היא שההיקף המינימלי לחלון עגול כדי שיוכל לערב בין 2 חצרות הוא חלון עגול שיש אפשרות לרבע בתוכו ריבוע של ארבעה על ארבעה, כפי חיוב הגמרא, ולכן על היקף העיגול  להיות לפחות שבעה עשר טפחים פחות חומש, שהוא פי שלוש מאלכסון המרובע – והוא רוחב העיגול – שהוא חמשה טפחים ושלושה חומשים, לפי הכלל שכל שברוחבו טפח בהיקפו שלושה טפחים.  ועל 4⁄5 טפחים ומשהו מגובה החלון להיות בתוך עשרה טפחים מן הקרקע.

נספח - עניין עירוב חצרות בחסידות

כאשר רבי לוי יצחק (אבא של הרבי מליובאוויטש) נבחן אצל רבי חיים מבריסק כדי לקבל ממנו "סמיכה" לרבנות, בחן אותו רבי חיים בבחינות קשות. בנוסף לשאלות ששאל רבי חיים עצמו, הוא הציע לו להשיב על מספר שאלות שהובאו בפניו. 

בין יתר השאלות, נשאלה השאלה דלהלן: הייתה ליהודי סוכה בחצר ביחד עם שכנים יהודים אחרים, ושכחו לבצע עירוב חצרות. אותו יהודי בא לשאול, כיצד עליהם לנהוג בשבת?

רבי חיים ביקש מרבי לוי יצחק לפסוק בשאלה זו, רבי לוי יצחק השיב מיד שהסוכה עצמה מערבת (שו"ע אדה"ז או"ח סש"ע ס"ו: "אנשי החצר שהיו אוכלים בבית א' בשבת ... א"צ עירוב, מפני שהם כאנשי בית א'". יתרה מזה בסוכה שהיא קבע וביתו עראי (סוכה כח, ב) ).  

כל העניינים בתורת הנגלה קיימים כמהותם בפנימיות התורה. לפיכך הכרחי לומר, שהקשר בין סוכה לבין עירוב קיים גם בפנמיות העניינים.

ההסבר לכך באופן כללי הוא: ההבדל בין יהודי אחד לרעהו, וכתוצאה מכך הבדלי הרשויות, הוא מצד הגוף בלבד, וכן מצד הארת הנשמה המלובשת בגוף, בחינת "נפש – רוח – נשמה". אך מצד עצם הנשמה, ואפילו מצד ה"מקיפים" של הנשמה, הרי "כל ישראל אחים ממש", ו"אב אחד לכולנו".

וכיוון שהסוכה היא בבחינת "מקיף", לכן היא מהווה עירוב, היא מערבת ומקשרת יהודי אחד לרעהו. כמאמר חז"ל "כל ישראל ראויים לישב בסוכה אחת", כי מצד ה"מקיף" של הסוכה, כל ישראל הם אחד.

זהו עניין עירובין אחדות ושיתוף בעם ישראל. איחוד רשויות שונות בעם ע"י יצירת שיתוף ובעלות אחת לכולם.
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עיגול ברוחב וגובה 4 טפחים (שקוטרו = 4) 


לא מגיע להיקף חלון ריבוע שמידותיו 4X4





היקף הריבוע        הוא 16 טפחים. 


(שכן על כל צלע בריבוע להיות באורך 4 טפחים) 


היקף העיגול         גדול מ-16 טפחים.  


(שכן הוא צריך להקיף בקשת מפינה לפינה  


ריבוע שהיקפו 16 טפחים!)  
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